
单元 B1：序列、级数及其极限 
特定目标： 
1. 学习序列和级数的概念。 
2. 认识序列和级数的极限的直观概念。 
3. 认识无穷序列和无穷级数的特性。 
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1.1    序列及级数 
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序列和级数的概念应该清楚地提出。下列的介绍方法可供参考︰ 

  若 an为对应正整数 n可定义的函数，其数值 a1，a2，a3，…an，…则可组合成一序列。
至于该序列为有限或无限则须视乎项数是有限或无限。再者，a 则称为

级数。至于该级数为有限或无限必须视乎其所包括的数目而定。下列为常用记法：     
...a...a n21 ++++
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  有关序列和级数的简易运算及法则应予介绍。为方便起见，序列 a1，a2，a3，…和 b1

，b2，b3…可用{ai}和{bi}表示，则 
(i) {ai} ± {bi} = {ai ± bi} 

(ii) λ{ai} = {λai} 
亦即，可涉及项与项之间的运算概念。 

  对级数求和法，可参考下列方法： 
(1) 数学归纳法：本课程中单元 A3已有提及。 
(2) 求差方法：教师应强调级数中第 r项可写为 f(r + 1)及 f(r)之差，其中 f( x)为 x的
函数。即 
若  a r  =  f ( r + 1 ) – f ( r )  

则 =   ∑
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1.2   序列及级数的极限 
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  若级数的项是可以用下列递推关系表达的话： 
  = f(r) 或 1rr aa −−

         2r1rr BaAaa −− +=
以下是找出 ar的解的方法：（特别适用于后者） 
  设α、β为辅助方程 的根， BA2 += λλ

(i) 若α ≠ β，则  r
2

r
1r kka βα +=

(ii) 若α = β，则  
其中 和 为待定常数。   

r
21r )rkk(a α+=
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  序列的极限概念应以直观方式教授，下列方式可作参考： 
  设 a1，a2，…，an，…为一序列，对一任意大的数值 n，则 an与一常数  的差为一
任意小的正数，我们亦可以写为 

当 ∞→n  时 ，或 。 →na =
∞→

n
n

alim

 
  教师应同时强调下列各点： 

(i)  称为该序列的极限。 
(ii) 若极限  是存在的话，则必是唯一的极限。   

(iii) 该序列在  收敛，或该收敛序列的极限为 。 
(iv) 若一序列并不收敛于任何极限，则称为发散序列。 

 
  并应提供充足的收敛和发散序列的例子以作说明。此等例子如下： 

(1) 1alim n
1

n
=

∞→
，其中 a > 0。 

(2) 序列
n

nsin
a 2

1

n
π

= 收敛于极限 0。 

(3) 发散序列 { } n)1(1a n
n −+= 。 

(4) 振动发散序列 )
n
11()1(a n

n +−= 。 
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 注意：序列可分为收敛，发散(至 +∞或 −∞ )或振动（并不收敛或发散至 +∞或 −∞）

不同类别。 
 
  收敛序列的一般性质亦应与学生讨论： 
  设 a1，a2，a3，…，an，… 和 b1，b2，b3，…，bn，…为收敛序列，其极限分别为 a
和 b，则下列序列亦具收敛性质。 

(i) λa1，λa2，λa3，…. 收敛于 λa，其中 λ为一常数。 
(ii) a1 + b1，a2 + b2，a3 + b3，… 收敛于 a + b 。 

(iii) a1 b1，a2 b2，a3 b3，…收敛于 ab。 

(iv) 
1

1

b
a
，

2

2

b
a
，

3

3

b
a
，…收敛

b
a ，假若 b ≠ 0。 

 
  最后学生应在老师指导下认识到下列因果关系： 

(i) 设收敛序列 a1，a2，a3，…的极限为 a， 
则 ，其中 k为一正整数。 aalimalim n

n
kn

n
==

∞→
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(ii) 设 a1，a2，a3，…和 b1，b2，b3，…为两收敛序列，其极限同为 ；而若另一

序列 c1，c2，c3，…，其中当 i > k，k为一正整数，ai ≤ ci ≤ bi，则 c1，c2，c3，

…亦为收敛，而且其极限亦是 。该性质通常称为迫近定理，教师可将单调序

列和有界序列加以介绍，以便扩阔学生对序列的认识。 
 
  至于无穷级数方面，教师可用类似如下的处理方法： 

(1) 收敛概念 

若 存在，则级数 uSulim
n

1
i

n
=∑

∞→
1  +  u 2  +  u 3  +  …为收敛，并且可称 S为级数的

总和。若用 S表示 u 1  +  u 2  +  …+  u n，则其结果可写成为： 
    当 ∞→n 时，S 或 (S n = u 1 +u 2  + …+ u n 通常称为第 n个的部份

和）在类似情况下，教师可选择引入发散和振动的概念。 

Sn → SSlim n
n

=
∞→
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1.3    序列及级数的收敛性 
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(2) 收敛级数的性质 
若 u 1 + u 2 +u 3 +…的极限为 S和 v1 +v 2 + v 3 + …的极限为 S’ 则 
(a) λu 1 +λu 2 +λu 3 +…收敛于 λS， λ为一常数； 
(b) (u 1 +  v1 )+ (u 2 + v 2 )+ (u 3 +v 3 )+ ……收敛于 S + S’； 
(c) 若 u 1 + u 2 +u 3 + …收敛，则 。 0ulim n

n
=

∞→

 
 
  介绍收敛序列的特性，如 

(i) 收敛序列为有界 
(ii) 单调而有界的序列为收敛 

 
  此外，一些典型的收敛序列和发散序列亦应加以讨论，并以下列之实例说明计算序

列极限的方法。 
  (A) 收敛序列 

(i) ，设 | x | < 1 n
n xa =

(ii) n
n na =  

(iii) 
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  (B) 收敛级数 

(i) ，设 | r | < 1 ...rrr 32 +++
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  (C) 发散级数 

(i) Σ
n
1  

(ii) Σ n)
n
11( −  

(iii) Σ
n

1  

          
  此方法应包括迫近定理的典型应用例题，但毋须对收敛性的测试再作深究。 
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